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一般に、2つの数列フイボナッチ(Fibonacci)  \{F_{n}\} およびシボナッチ(Sibonacci)  \{S_{n}\}
は、共通の初期条件




の解としてそれぞれ定義される (表1) 。シボナッチ は第2フィボナッチ (the second
Fibonacci) ともよばれる。
表1 フィボナッチ数列  \{F_{n}\} , シボナッチ数列 {S君
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第  n フィボナッチ数は
 F_{n}= \frac{\phi^{n}-\overline{\phi}^{n}}{\phi-\overline{\phi}}
(\overline{\phi}:=1-\phi=\frac{1-\sqrt{5}}{2}=-0.6182\cdots)
になる。ここに   \phi=\frac{1+\sqrt{5}}{2}=1.6180\cdots は黄金数 (Golden number) である。黄金数  \phi




シボナッチとはフィボナッチに次ぐという意味で、白銀数 (‐Silver number)  \tau=1+\sqrt{2}=
  2.4142\cdots に由来する。第  n シボナッチ数は
 S_{n}= \frac{\tau^{n}-\overline{\tau}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}{\tau-
\overline{\tau}}(\overline{\tau}:=2-\tau=1-\sqrt{2}=-0.4142\cdots)








subject to (i)  y_{1}+2y_{2}=y_{3}
(ii)  y_{3}+2y_{4}=y_{5} (P_{1}) (iii)  y_{5}+2y_{6}=y_{7}
(iv)  y_{7}+2y_{8}=c
(v)  y\in R^{8}





計画は2次計画である。  (P_{1}) は
 y= (y_{1}, y_{2}, y_{8})= \frac{c}{S_{9}}(S_{1}, S_{2}, . . . , S_{8})
 = \frac{C}{985}(1,2, , 408)





subject to (i)  2\mu_{1}=\mu_{2}
(ii)’  \mu_{2}+2\mu_{3}=\mu_{4} (D_{1}) (iii)’  \mu_{4}+2\mu_{5}=\mu_{6}
(iv)’  \mu_{6}+2\mu_{7}=\mu_{8}
(v)  \mu\in R^{8}
を考える。これもセミシボナッチ計画であり、
  \mu= (\mu_{1}, \mu_{2}, \mu_{8})=\frac{c}{S_{9}}(S_{1}, S_{2}, . . . , S_{8})
 = \frac{C}{985}(1,2, , 408)
のとき、最大値  M= \frac{1}{2}\frac{S_{8}}{S_{9}}c^{2}=\frac{1}{2}\frac{408}{985}c^{2}=
\frac{204}{985}c^{2} をもつ。
 (P_{1}) と  (D_{1}) の問には以下の Sibonacci identical duality (SID) が成り立つ :
1. (duality)  (P_{1}) と  (D_{1}) は互いに双対である。
2. (identical)  (P_{1}) と  (D_{1}) のそれぞれの最適点と最適値は共に一致する。
3. (Sibonacci)  (P_{1}) は
 y= (y_{1}, y_{2}, y_{8})= \frac{c}{S_{9}}(S_{1}, S_{2}, S_{8}) (4)
のとき、最小値  m= \frac{S_{8}}{2S_{9}}c^{2} をもつ。  (D_{1}) も
  \mu= (\mu_{1}, \mu_{2}, . \mu_{8})=\frac{c}{S_{9}}(S_{1}, S_{2}, , S_{8}) (5)
のとき、最大値  M= \frac{S_{8}}{2S_{9}}c^{2} をもつ。
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ここに  S_{1} , S2, . . . ,  S_{9} はシボナッチ数列の第1項から第9項である (表1)。両問題の最適
解 (点と値) は共にシボナッチ数列で表されている。特に、  c=S_{9} のときは、最小点と
最大点は共に
 (S_{1}, S_{2}, S_{8})
になり、最小値と最大値は   m=M=\frac{1}{2}S_{8}S_{9} になる。
次に、8変数の条件付き最小化問題
mimmize   \frac{1}{2}\tau y_{1}^{2}+y_{2}^{2}+y_{3}^{2}+  +y_{8}^{2}
subject to (i)  y_{1}+2y_{2}=y_{3}
(ii)  y_{3}+2y_{4}=y_{5} (P_{2}) (iii)  y_{5}+2y_{6}=y_{7}
(iv)  y_{7}+2y_{8}=c
(v)  y\in R^{8}
と、8変数の条件付き最大化問題
Maximize −  ( \frac{1}{2}\tau\mu_{1}^{2}+\mu_{2}^{2}+\mu_{3}^{2}+ \cdot \cdot \cdot +
\mu_{8}^{2})+c\mu_{8}
subject to (i)  \tau\mu_{1}=\mu_{2}
 (ii)'\mu_{2}+2\mu_{3}=\mu_{4} (D_{2})  (iii)'\mu_{4}+2\mu_{5}=\mu_{6}
 (iv)'\mu_{6}+2\mu_{7}=\mu_{8}
 (v)'\mu\in R^{8}
を考える。  (P_{2}) と  (D_{2}) も共にセミシボナッチ計画であり、  (P_{2}) は
 y= (y_{1}, y_{2}, y_{8})=c(\tau^{-8}, \tau^{-7}, . \tau^{-1})
のとき、最小値   m=\frac{1}{2}\tau^{-1}c^{2} をもつ。  (D_{2}) は
 \mu= (\mu_{1}, \mu_{2}, . . . , \mu_{8})=c(\tau^{-8}, \tau^{-7}, . . . , \tau^{
-1})
のとき、最大値  M= \frac{1}{2}\tau^{-1}c^{2} をもつ。
 (P_{2}) と  (D_{2}) はそれぞれ最小値  m= \frac{1}{2}\tau^{-1}c^{2} と最大値  M= \frac{1}{2}\tau^{-1}c^{2} をもつ。すなわち最適
値は一致している。また両問題は白銀数  \tau で特徴づけられる同一最適点 (identical optimal
poinのをもつ。よって、次の reversed‐Silver identical duality (  r‐SID) が成り立つ :
1. (duality)  (P_{2}) と  (D_{2}) は互いに双対である。
2. (identical)  (P_{2}) と  (D_{2}) の最適点と最適値は共に一致する。
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3. (reversed‐Silver)  (P_{2}) は
 y= (y_{1}, y_{2}, . y_{8})=c(\tau^{-8}, \tau^{-7}, . . . , \tau^{-1}) (6)
のとき、最小値  m= \frac{1}{2}\tau^{-1}c^{2} をもつ。  (D_{2}) も
 \mu= (\mu_{1}, \mu_{2}, . . . , \mu_{8})=c(\tau^{-8}, \tau^{-7}, \tau^{-1}) (7)
のとき、最大値  M= \frac{1}{2}\tau^{-1}c^{2} をもつ。両問題の最適点は共に白銀数で表されている。
尚、最適点が共に  c  (\tau^{-1}, \tau^{-2}, . . . , \tau^{-8}) のとき、Silver identical duality (SID) という。
3 不等式アプローチ
定理1任意の  x,  y\in R^{1} に対して
 2xy\leq x^{2}+y^{2} (8)
が成り立つ。等号は  x=y のときに限り成り立つ。
不等式 (8) は相加相乗平均不等式 (arithmetic‐geometric mean inequality, AG) ともよ
ばれる。
補題1 (Equality)  y= (  y_{1} , y2, ys) と  \mu=(\mu_{1}, \mu_{2}, . \mu_{S}) が条件 (i)  \sim (iv) と (i)
 \sim (iv)’
(i)  y_{1}+2y_{2}=y_{3} (i)  2\mu_{1}=\mu_{2}
(ii)  y_{3}+2y_{4}=y_{5} (ii)’  \mu_{2}+2\mu_{3}=\mu_{4}
(iii)  y_{5}+2y_{6}=y_{7} (iii)’  \mu_{4}+2\mu_{5}=\mu_{6}
(iv)  y_{7}+2y_{8}=c (iv)’  \mu_{6}+2\mu_{7}=\mu_{8}
を満たすとき、次の関係式が成り立つ :
 2  \sum_{k=1}^{8}y_{k}\mu_{k}=c\mu_{8} . (9)
Proof 条件  (i)\sim(iv) と  (i)'\sim(iv)' をそれぞれ満たす任意の  y と  \mu に対して







 (P_{1}) と  (D_{1}) が互いに双対であることを、不等式 (8) に基づいて示す。
まず  y=(y_{1}, \ldots, y_{8})\in R^{8} を  (P_{1}) の実行可能解、  \mu=(\mu_{1}, \ldots, \mu_{S})\in R^{8} を  (D_{1}) の実
行可能解とする。すなわち、  y と  \mu は次を満たしている。
(i)  y_{1}+2y_{2}=y_{3} (i)  2\mu_{1}=\mu_{2}
(fi)  y_{3}+2y_{4}=y_{5} (ii)’  \mu_{2}+2\mu_{3}=\mu_{4}
(iii)  y_{5}+2y_{6}=y_{7} (iii)’  \mu_{4}+2\mu_{5}=\mu_{6}
(iv)  y_{7}+2y_{8}=c (iv) ノ  \mu_{6}+2\mu_{7}=\mu_{8}.
ここで、AG 不等式 (8) を脈,  \mu_{k}(k=1,2, \ldots, 8) として用いて、辺々加えると
2   \sum_{k=1}^{8}y_{k}\mu_{k}\leq\sum_{k=1}^{8}y_{k}^{2}+\sum_{k=1}^{8}\mu_{k}




(  e )  y_{k}=\mu_{k}  1\leq k\leq 8
のときのみ成立する。すなわち、  (i)\sim(iv) を満たす  y と  (i)'\sim(iv)' を満たす  \mu に対して、
不等式
 - \sum_{k=1}^{8}\mu_{k}^{2}+c\mu_{8}\leq\sum_{k=1}^{8}y_{k}^{2} (11)
が成り立つ。等号は条件  (i)\sim(iv),  (e),  (i)'\sim(iv)' が成り立つときに限り成立する :
(i)  y_{1}+2y_{2}=y_{3} (i)  2\mu_{1}=\mu_{2}
(ii)  y_{3}+2y_{4}=y_{5} (ii)’  \mu_{2}+2\mu_{3}=\mu_{4}
(iii)  y_{5}+2y_{6}=y_{7} (iii)’  \mu_{4}+2\mu_{5}=\mu_{6}
(iv)  y_{7}+2y_{8}=c (iv)’  \mu_{6}+2\mu_{7}=\mu_{8}
(e)  y_{k}=\mu_{k}  1\leq k\leq 8.
ここに、(11) の左辺は  \mu=(\mu_{1} , \mu_{8}) のみの関数である。したがって、  (D_{1}) と  (P_{1}) は
互いに双対である。
因みに、左辺は  (P_{1}) の目的(主) 関数 (pfimal function) に対する双対関数 (dual function)
を表わしている。
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補題2 (Sibonacci solution) 8元8連立線形方程式
(i)  2y_{1}=y_{2} (i)  y_{1}+2y_{2}=y_{3}
 (ii) ”  y_{2}+2y_{3}=y_{4} (fi)  y_{3}+2y_{4}=y_{5}
(iii)”  y_{4}+2y_{5}=y_{6} (iii)  y_{5}+2y_{6}=y_{7}
(iv)”  y_{6}+2y_{7}=y_{8} (iv)  y_{7}+2y_{8}=c
は、唯一の解をもつ :
 y_{1}= \frac{S_{1}}{S_{9}}c, y_{2}=\frac{S_{2}}{S_{9}}c, y_{3}=\frac{S_{3}}
{S_{9}}c, y_{4}=\frac{S_{4}}{S_{9}}c,















ここで、行列  A は以下の逆行列を持つ :
 A^{-1}= \frac{1}{985}[-29408-1-570122 -140-24338169-458102 -145-25350140-




 y=A^{-1}b= \frac{C}{985}(1, 2, 5, 12, 29, 70, 169, 408)
 = \frac{c}{S_{9}}(S_{1}, S_{2}, S_{3}, S_{4}, S_{5}, S_{6}, S_{7}, S_{8})
をもつ。 口
補題3 (平方和)
(Lucas)   \sum_{k=1}^{n}F_{k}^{2}=F_{n}F_{n+1}
  \sum_{k=1}^{n}S_{k}^{2}=\frac{1}{2}S_{n}S_{n+1}.
補題2, 3より、次の定理が得られる。
定理2最小化問題  (P_{1}) は
 y= (y_{1}, y_{2}, y_{8})= \frac{c}{S_{9}}(S_{1}, S_{2}, S_{8}) (12)
のとき、最小値   m=\frac{S_{8}}{2S_{9}}c^{2} をもつ。最大化問題  (D_{1}) も
  \mu= (\mu_{1}, \mu_{2}, . . . , \mu_{8})=\frac{c}{S_{9}}(S_{1}, S_{2}, S_{8}) (13)
のとき、最大値  M= \frac{S_{8}}{2S_{9}}c^{2} をもつ。 口
最小化問題  (P_{2}) と最大化問題  (D_{2}) に対しても同様にすると、以下の補題4, 補題5が
成り立つ。
補題4 (Equality)  (y_{1}, y_{8}) と  (\mu_{1}, \mu_{8}) が条件  (i)\sim(iv) と  (i)\sim(iv)'
(i)  y_{1}+2y_{2}=y_{3} (i)  \tau\mu_{1}=\mu_{2}
(fi)  y_{3}+2y_{4}=y_{5}  (ii) ’  \mu_{2}+2\mu_{3}=\mu_{4}
(iii)  y_{5}+2y_{6}=y_{7} (iii)’  \mu_{4}+2\mu_{5}=\mu_{6}
(iv)  y_{7}+2y_{8}=c (iv)’  \mu_{6}+2\mu_{7}=\mu_{8}
を満たすとき、次の等式が成り立つ :
  \tau y_{1}\mu_{1}+2\sum_{k=2}^{8}y_{k}\mu_{k}=c\mu_{8} . (14)
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補題5 (Silver solution) 8元8連立線形方程式
(i)  \tau y_{1}=y_{2} (i)  y_{1}+2y_{2}=y_{3}
(ii)”  y_{2}+2y_{3}=y_{4} (ii)  y_{3}+2y_{4}=y_{5}
(iii)”  y_{4}+2y_{5}=y_{6} (iii)  y_{5}+2y_{6}=y_{7}
(iv)”  y_{6}+2y_{7}=y_{8} (iv)  y_{7}+2y_{8}=c
は、唯一の解をもつ :
 y_{1}=\tau^{-8_{C}}, y_{2}=\tau^{-7_{C}}, y_{3}=\tau^{-6_{C}}, y_{4}=\tau^{-
5_{C}},
 y_{5}=\tau^{-4_{C}}, y_{6}=\tau^{-3_{C}}, y_{7}=\tau^{-2_{C}}, y_{8}=\tau^{-1}
c.
補題5より次の定理が得られる。
定理3最小化問題  (P_{2}) は
 y= (y_{1}, y_{2}, . . . , y_{8})=c(\tau^{-8}, \tau^{-7}, \tau^{-1}) (15)
のとき、最小値   m=\frac{1}{2}\tau^{-1}c^{2} をもつ。最大化問題  (D_{2}) も
 \mu= (\mu_{1}, \mu_{2}, , \mu_{8})=c(\tau^{-8}, \tau^{-7}, \tau^{-1}) (16)
のとき、最大値  M= \frac{1}{2}\tau^{-1}c^{2} をもつ。
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